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Einleitung. 



Liegen zwei Tetraeder derartig, dass die vier Verbindungs- 
linien entsprechender Ecken Erzeugende derselben Schaar eines 
einschaligen Hyperboloides sind, so bezeichnet man die Lage 
derselben als hyperboloidisch ; die vier Geraden heissen hyper- 
boloidische Gerade. Nun kann man die Ecken des einen den 
Ecken des anderen Tetraeders auf 24 (den 24 Permutionen 
von 4 Elementen) Weisen zuordnen und es erhebt sich die 
Frage, wie viele dieser 24 Lagen können gleichzeitig hyper- 
boloidisch sein. Die Beantwortung dieser Frage hängt wesent- 
lich — bei analytischer Behandlung — von den Koordinaten- 
werten ab, aus denen auch zu ersehen ist, wie die Lage der 
Tetraeder zu einander ist, nämlich davon, ob die Tetraeder 
getrennte oder ein- resp. ein- und umgeschriebene Lage haben. 
Es ist dieses Problem um seiner selbst willen noch nicht be- 
behandelt worden, sondern nur im Zusammenhang mit anderen 
Problemen, namentlich über Kurven und Flächen 4. Ordnung. 
Die Geschichte des Problems ist etwa folgende: 

Nach Cayley (Quarterly Journal, Vol. 1 pag. 10) hat 
0. Hermes (Journal für Mathematik, Bd. 56 pag. 218) zu- 
erst die Bedingungen für die hyperboloidische Lage zweier 
Tetraeder aufgestellt. Zunächst weist er darauf hin, dass die 
perspectivische Lage zweier Tetraeder ein besonderer Fall 
der hyperboloidischen ist, stellt die analytische Bedingung 
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der letzteren auf und giebt den analytischen Nachweis, dass, 
wenn die Verbindungslinien der Ecken hyperboloidische Gerade 
sind, dasselbe auch von den Schnittlinien der Flächen der Fall ist. 
Ist ein Tetraeder dem anderen eingeschrieben, so liegen sie vier- 
fach hyperboloidisch, ist es ein- und umgeschrieben, dreifach, 
d. h. also, es giebt im Ganzen vier- resp. drei Zuordnungen 
der Ecken, nach welchen die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Ecken, bez. Schnittlinien entsprechender Seiten- 
flächen hyperboloidische Gerade sind. 

Während nun Hermes auf analytischem Wege seine 
Sätze nachweist, sind es später Vertreter der synthetischen 
Methode, die sich eingehender mit diesem Problem beschäf- 
tigten. Schröter gelangt, getreu dem Wahlspruch : „Geo- 
metrica geometrice“, auf zweierlei Weisen, beidesmal rein 
synthetischen Betrachtungen zu vierfach hyperboloidischen 
Tetraederlagen. In seinem Aufsatze „Ueber cyklisch pro- 
jektive Punktquadrupel in zwei kollinearen Räumen“ (Math. 
Annalen Bd. 20 S. 231 u. f.) schlägt er folgenden Weg ein. 
Vier Punkten 1 2 3 4 in einem Raume seien vier Punkte 
r 2' 3' 4' in einem anderen Raume derartig zugeordnet, dass, 
wenn die Räume, wie es de facto immer der Fall ist, in 
einander liegen, 1 mit 2', 2 mit 3', 3 mit 4', 4 mit V zu- 
sammenfallen. Indem er nachweist, dass, wenn zwei Räume 
einmal ein solches Quadrupel besitzen, es unendlich viele 
solcher giebt, nennt er die Räume „in Quadrupellage befind- 
lich“, und es gelingt ihm, mit den einfachsten Mitteln der 
synthetischen Geometrie in äusserst sinnreicher Weise zu be- 
weisen: „irgend zwei Quadrupel eines solchen Raumes liegen 
vierfach hyperboloidisch“. Er behandelt dann die Hyperboloide 
selbst, sowie die Durchdringungskurve C* Zum Schlüsse 
giebt er noch den synthetischen Nachweis an, dass, wenn 
zwei Räume sich hinsichtlich ihrer Punkte in Quadrupellage 
befinden, dies auch hinsichtlich ihrer Ebenen der Fall ist, also 
in bezug auf unser Problem ausgedrückt, zwei Tetraeder 
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zugleich hinsichtlich ihrer Ecken und hinsichtlich ihrer Seiten- 
flächen vierfach hyperboloidische Lage haben. 

Den umgekehrten Weg gewissermassen schlägt er in 
einer Abhandlung; „ Grundzüge einer rein geometrischen Theorie 
der Raumkurve 4. Ordnung 1 . Species“ (Leipzig B. G. Teubner 
1890) ein. Ausgehend von der Darstellung der CJ als Durch- 
dringungskurve eines Büschels Flächen 2. Ordnung, definiert er 
als Punktquadrupel vier Punkte auf der Cj , durch welche die 
vier Tangenten Erzeugende derselben Schaar eines Hyper- 
boloides sind, und zusammengehörige Punktquadrupel, zwei 
Quadrupel derartig auf G\ gelegen, dass die Tangenten des 
einen, Erzeugende des einen, die Tangenten des anderen, 
Erzeugende des zweiten Systems eines und desselben 
Hyperboloides sind. Zwei beliebige Quadrupel auf C[ liegen 
vierfach hyperboloidisch, zwei zusammengehörige, vierfach 
perspectiv. 

Schon ein directes Interesse an der Construction zweier 
möglichst oft hyperboloidisch liegender Tetraeder hat F. Schur 
in seiner Abhandlung: „Ueber eine besondere Fläche 4. Ord- 
nung“ (Math. Annalen Bd. 20 S. 254). Er suchte nämlich 
eine „solche kollinear erzeugte Fläche 4. Ordnung, für welche 
die zugehörige eindeutige Transformation der Fläche in sich 
eine kollineare wird“. Eine solche Fläche, sagt F. Schur, 
enthält zwei Gruppen von 8 Geraden, und keine zwei Gerade 
derselben Gruppe schneiden sich. Diese 16 Geraden sind der 
vollständige Schnitt der Fläche 4. Ordnung mit 2 Flächen 
zweiter Ordnung. Je 8 Gerade sind Schnittlinien zweier vier- 
fach hyperboloidisch liegender Tetraeder-Seitenflächen in zwei 
Zuordnungen. Aber auch die übrigen 8 Schnittlinien der Seiten- 
flächen enthält die Fläche. Sie enthält also im Ganzen die 32 
Schnittlinien der Seitenflächen von zweimal zwei Tetraedern. 
Diese zwei Tetraederpaare stehen im Zusammenhang und treten 
bei jeder vierfach hyperboloidischen Lage zweier Tetraeder auf. 
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Ameöeder (Ueber Confirgurationen auf der Raumkurve 
4. Ordnung 1. Species ; Sitzungsberichte der Wiener Acad. 
d. W. Bd. 87 Abt. 2 pag. 1224), der auf eine andere vier- 
fach hyperboloidische Lage zu sprechen kommt, nennt die 
vier Tetraeder ein Tetraederquadrupel. 

Im Weiteren versucht nun Schur, solche Flächen zu 
finden, welche die obige Eigenschaft, dass f&r sie die ein- 
deutige Transformation in sich eine kollineare wird, mehr- 
fach besitzen, oder genauer, solche Flächen, welche sich mög- 
lichst oft kollinear derartig erzeugen lassen, dass für sie die 
eindeutige Transformation in sich eine kollineare wird. Er 
untersucht dann, wie viele Kollineationen zweier Punkt- 
quadrupel gleichzeitig stattfinden können und folgert daraus 
die Lage der zweimal 4 Punkte zu einander. Es würde zu 
weit führen, seinen Oedankengang zu wiederholen. Seine 
Resultate sind folgende: Bei ein- und umgeschriebener Lage 
ist höchstens die neunfach hyperboloidische Lage zweier 
Tetraeder möglich, von dieser sondert sich als Untergruppe 
eine sechsfach hyperboloidische Lage derselben ab. Diese zo 
finden, ist mir nicht gelungen, sondern in der vorliegenden 
Abhandlung folgt aus dieser sechsfachen Lage entweder 
ein Degenerieren der Hyperboloide oder die neunfach 
hyperboloidische Lage ; auch liegt die analytische Behandlung 
der Schur’schen Arbeit nicht in dem Bereich der gestellten 
Aufgabe. Ferner ist noch eine fünffach hyperboloidische Lage 
möglich. Zum Schlüsse erwähnt er noch die bei getrennter 
Lage der Tetraeder möglichen, von Ameseder z. T. behan- 
delten, vierfachen Lage, die im Vorliegenden genauer behan- 
delt ist. Die achtfach hyperboloidische Lage ist, wie er selbst 
schon bemerkt, nur möglich, wenn die Tetraeder als zwei 
Quadrupel harmonischer Ebenen, respective Punkte, voraus- 
gesetzt sind. Die Betrachtung dieser, sowie der obenerwähnten 
sechsfachen Lage behalte ich mir für eine spätere besondere 
Abhandlung vor. I 
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Im übrigen sind von mir benutzt worden: 

Milinowski, Theorie der Raumkurve 4. Ordnung 1. Species 
Journal für Math. 97 pag. 277. 

Poncelet, traite des propridtds project. art. 582. 

Hess, Math. Annalen Bd. 28 S. 212. 

M u t h , „Ueber Tetederpaare* (Zeitschrift für Math. Jahrg. 
1892. S. 117.) 

Die vorliegende Abhandlung bezweckt, auf elementar 
analytischem Wege eine systematische Zusammenstellung der 
möglichen Fälle mehrfach hyperboloidischer Lagen zweier 
Tetraeder zu geben, und die Hauptlagenbeziohungen der- 
selben sowie der Hyperboloide abzuleiten. 



1 
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I. Allgemeine (getrennte) Lagen der beiden 
Tetraeder. 

f 1. Die Bedingung, dass 4 Gerade die Verbindungs- 
linien entsprechender Eckpunkte zweier Tetraeder, hyper- 
boloidische Lage haben, lautet, bei folgenden Kordin&tenwerten 
der Tetraedereckpunkte : 



T. 1. 
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an 


an 
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«14 


2. 
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2 / 


aai 


aas 
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aa 4 


3. 
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asi 


asa 


aas 


a84 


4. 
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4.‘ 


«41 


a4s 


aia 


a44 



dass «* = ay [ ist, so dass in den Koordinatenwerten von T! 
noch 10 Verhältnisgrössen beliebig angenommen werden können. 
Die Geraden 11', 22', 33', 44' liegen auf einem Hyperboloide, 
dessen Gleichung ist: 

(«ia xa xa + «84 xi x a) («is «84 - an aas) 

+ (ais X2 xi + aa 4 Xi xa) (aii aas - aia as*) 

+ («14 xa xa + aas x\ xa) (aia as 4 - ais aa 4 ) = 0 

oder: I (a* x m + ai m x { xy) (an a km - «im «ki) = 0. 

11 ', 22', 33', 44' haben die resp. Gleichungen: 
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= — 
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«24 


«84 





Digitized by v^.ooQle 




7 



Nach einem schon von F. Cayley bewiesenen Satze 
Hegen, wenn die Verbindungslinien entsprechender Eckpunkte 
hyperboloidisch sind, auch die Schnittlinien entsprechender 
Flächen auf einem Hyperboloide. 1 sei die Fläche 234, 
2 . . . 134 etc., so lautet die Gleichung des Hyperboloides, 
welches die Geraden: 

11 ' Al 2 Ul = Al 8 US = Al 4 Ul 

22' All Ul = -428 us = 4 2 4 Ul 

33 ' Ai 8 ui — An us = 484 ui 

44' An ui = An ui = An ui 

enthält in Ebenenkoordinaten: 

(4l2 Ul Ul -f- 4a4 US W 4 ) (4l8 424 - All 428) 

-f- (Ai 8 ui us -f” Aii ui ui) (An 428 -4i2 Abi) 

+ (All Ui ui -)- 428 ui us) (An Abi - Ais An) = 0 

wenn unter 4 ik die Unterdeterminante von a ik verstanden ist. 

Es ist nun nach Jacobi (Hermes, Grelles Journal, 
Bd. 56 pag. 223) : 

R d"R = dR dR dR Rd 
da-fr da\ m da^i dci\ m <2a km dein 



also: R ( a * «i ra - a im a i k ) = 4 ik A\ m - A\ m 4 k i 

wenn: R = S ± an an ass an ist. 

Daher kann man in obiger Gleichung für 4 ik die Buch- 
staben Oi k setzen. 



§ 2. Wir ordneten im Vorhergehenden den Punkten 
1 2 3 4 die Punkte resp. 1' 2' 3' 4' zu, es können die letz- 
teren .iber auch in anderer Reihenfolge, und zwar auf 24 
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Weisen, zugeordnet werden, wovon etwa folgendes Schema 
ein Bild liefert: 
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6 negative Permutationen, bei 
denen 2 Elemente ihre Plätze 
behalten. 



8 positive Permutationen, bei 
denen e i n Element seinen Platz 
behält. 



drei 

positive 



sechs 

negative 



Permutationen, bei 
denen kein Element 
seinen Platz behält. 



Können mit der ersten Lage auch noch andere Lagen 
zugleich liyperboloidisch sein und wieviele? 

Die Beantwortung dieser Frage ist wesentlich abhängig 
von der gegenseitigen Lage der Tetraeder. Es sei zunächst 
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angenommen, dass kein Eckpunkt des einen Tetraeders in 
den resp. Seitenflächen des anderen liege, dass also kein 
Koordinaten wert = 0 wird. 

Die Gleichungen der übrigen 12 Geraden sind: 



12' 


J 2 


•T3 


Sa 


«22 


«28 


(12 4 


13' 


S 2 


Sa 


Sa 


«2 3 


aaa 


«34 


14' 


s* 


Sa _ 




«24 


«34 


«44 



21' 


•Tl 


__ J*3 


Sa 


«11 


«13 


«14 


23' 


.ri 


_ ^3 _ 


•Z4 


«13 


«38 


«34 


24' 


S\ 


S3 __ 


X4 


«14 


«34 


«44 



31' 


X\ _ 




_ #4 


«li 


«12 


«14 


32' 


J*i _ 


S2 


_ #4 


«12 


«22 


«34 


33' 


Xi _ 


#2 


_ #4 


«14 


«24 


«44 



41' 


Xl _ 


.r 2 _ 


rs 


«11 


«12 


«13 


42' 


JPi _ 


X2 


Xa 


«12 


«22 


«28 


43' 


Xl _ 


JF2 _ 


X8 


«18 


«23 


«88 
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§ 3. Gruppe II. 1* 2' 3' 4' und 1' 2' 4 ' 3' seien 
gleichzeitig hyperboloidisch : Aus dem Koordinatenschema 



1' 


«11 


«12 


«18 


«14 


2' 


«12 


«22 


«28 


«24 


3' 


«14 


«94 


«84 


«44 


4' 


«1 8 


«23 


«88 


«34 



ergeben sich die Bedingungen: uw = ji«i3 

1 

«23 = U 2 4 

P* 

1 

U. «33 = « 44 

Die Gleichung des beiden Lagen entsprechenden Hyper- 
boloides wird: 

(«24 X\ - «18 .Ti) (ji-ra - # 4 ) = 0 
resp. : {Aia «1 -^23 «a) (p. ua - tu) = 0. 

Die Hyperboloide zerfallen also in ein Ebenen- bez. in 
ein Punktepaar: 

Auf der Ebene («23 .ri - «13 .rg) = 0 liegen 

33' 44' 

34' 43' 

auf (ja xa - J 4 ) = 0 IT 22'. l ) 



1) Auf (p* xa - X 4 ) liegen freilich auch die Geraden 12'. 21*. aber 
während die Schnittpunkte 

( 11 ' 22 ') 1 1 



(33' 44') 
(34' 43') 



( 12 ', 21 ') — 
c 



_L JL 

e c b b 

reff 

c e g g auf der Linie: 

(e x\ - c xa) = 0 

( xa - #4) = 0 liegen, ist dies nicht mit dem Punkt 

1 1 der Fall. T* hat die Kordinaten: obre 

b d e t 
regt 
c e f 9 
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Die Hinzufügung der Bedingung, dass auch 2' 1' 3' 4' 
hyperboloidisch sei, ergibt, dass auch 2' 1' 3' 4' (cfr. Gruppe VI) 
hyperboloidisch liege. Die Koordinatenschemata wären folgende : 



1' 


2' 


3' 4' 


1' 


2' 


4' 


3' 


2' 


V 


3' 


4' 


2' 
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3' 
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a 


h 
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c 


b 
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c 


c 
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a 
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C I 
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a 


V 


c 


a 
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r 
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c 


c 


c 


c 


y f \ 


c 


c 


f 


9 


V 


c 


9 


f 


r 


c 


f 


9 


c 


c 


f .'/ ' 


r 


c 


<j 


f 


c 


r 


f 


9 


c 


c 


9 


f 



Die 8 Geraden 11' 22' 33' 44' 

21' 12' 43' 34' liegen auf dem Ebenen- 
paar: (xi - x?) (xa - x*) = 0. 



Die 8 Geraden 11' 22' 33' 44' 

2? 12' 34' 43' auf 
dem Punktepaar (mi - «*) ( ita - m«) = 0. 



Die Schnittpunkte 

(11' 22') b b r r. 

(12' 21') u u c r 

(33' 44') reff 

(34' 43') c c tf <j 



liegen auf der Geraden 

wTi - J'2 = 0 

xb - xa = 0. 



Die 4 Ebenen 

(IT' 22') . . . B B C (' 

(12' 21‘) ... A Ä C C 

(33' 44") . . . C C F F 

(34' 43') . . . C C G G 

gehen durch die Gerade: 

Ml - U2 = UB - Ui = 0. 



Durch Vei-tauschung der Indizes erhalten wir die ana- 
logen Lagenbeziehungen für die hyperboloidischen Lagen 
der Gruppe II. Dieselben sind: 
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12 3 4 



12 3 4 



2 ) 



1' 2' 3' 4'-f 
1' 4' 3' 2'— 
3' 2' 1' 4'— 
3' 4' 1' 2'+ 



3) 



1' 2' 3' 4'+ 
1' 3' 2' 4'— 
4' 2' 3' T— 
4' 3' 2' l'-f 



§ 4. Sind nun zwei dieser Gruppen zugleich hyperbo- 
loidisch, so folgt daraus die dritte. Die Koordinaten sind 
dann : 

«111 
1 « 1 1 
1 1 « 1 
111 « 



Dies ist die Bedingung für die perspective Lage der 
Tetraeder; hat « den Wert — 1 so sind sie vierfach per- 
spectiv. ’) 

Es liegen auf: (xi - x*) (xs - x*) = 0 die Geraden der 

Gruppe 1 , 

auf (xi - xa) (x* - X 4 ) = 0 die Geraden der 

Gruppe 2, 

auf (xi - xt) (xa - xs) = 0 die Geraden der 

Gruppe 3. 

Auf der Geraden: xi - x* = xs - X 4 = 0 



liegen die Schnittpunkte: 

(11', 22') .... 1 1 1 1 

(33', 44') .... 1 1 11 

(12', 21') ....«« 1 1 
(34', 43') ....11«« 
Auf: xi - xg = xs - X4 = 0 liegen : 

11 ' 22' .... 1 1 l 1 

33' 44' .... 1 1 1 1 

13' 31' . . . . « 1 « 1 

24' 42' .... 1 a 1 a 



1) Siehe hierüber Hess, Math. Annalen Bd. 28 pag. 212. 
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Auf der Geraden: 





Xl 


- xa = J-* - 


xa - 


= 0 


liegen: 


11' 


22' \ 


. . . 1 


1 


1 


1 


33' 


44' / 










14' 


41' 


. . . a 


1 


1 


a 


23' 


32' 


. . . 1 


a 


a 


1 



Durch den Punkt 1111 gehen also ausser den 4 
Graden 1 1', 2 2\ 3 3', 4 4', in deren jeder sich 4 der 6 Ebenen 
schneiden, die drei Geraden : 

x\ - x% = Xa - Xi = 0 
xi - xa = Xi - X* = Q 

xi - Xi = x% - xa = 0 . 

Auf jeder liegen noch zwei Punkte. Wird a = — 1, so 
fallen auf den drei Geraden jedesmal die zwei Punkte zu- 
sammen, und wir erhalten ein Tetraeder, dessen Ecken die 
4 Perspectivitätscentra sind: 

-1 -1 -1 -1 
m -1-1 11 

lp - -11-11 
-111-1 

Man sieht, dass auch dieses Tetraeder vierfach perspectiv 
zu jedem der beiden ersten liegt; es ist dies das Polartetraeder 
für das durch die acht Punkte bestimmte Flächenbüsche] 2. 
Grades. Die drei Tetrader haben die desmische Lage. Die 
8 Punkte sind zwei zusammengehörige Punktquadrupel. 1 ) 

Mit einer der Lagen der Gruppe II also zusammen liegt 
1 also entweder dreifach oder zehnfach hyperboloidisch, jedoch 
erhalten wir keine eigentlichen Hyperboloide. 

§ 5. Gruppe III. V 2' 3' 4' und 1' 3' 4' 2' seien 
gleichzeitig hyperboloidisch. 



1) .Siehe auch „Schroter Grundzüge* etc. § 8 pag. 47 f. f. 
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Aus dem Koordinatenschema: 





i' 


au ais 


«13 


«14 




3' 


«13 «23 


aa8 


«34 




4' 


«14 «24 


aa4 


«44 




2' 


«12 «22 


«28 


«24 folgt: 


{».«18 


= ai2, (jli ai4 = 


= «18 


, {JLl «24 = p. «33 


1 






1 






- an 


= JA «34 — 




«28 = (M «44, 


{J.{11 




K-l« 




dass die Koordinaten werden 


, wenn {jl = jj-i = 1 : 




r 


1 «1 


ai 


«1 




2' 


«1 aa 


«3 


«4 




3' 


«1 «8 


«4 


«2 




4' 


«1 «4 


«2 


«3 


Man sieht, 


auch 


CO 

03 


ist hyperboloidisch. 



Den drei Lagen entsprechen die Hyperboloide: 

Hi ... («3 - <U) («1 JT8 XA -(- «2 Xi J?*) 

+ ( «4 - a2) («1 X* Xq -j- «8 Xl Xa) 

+ («2 - «a) (ai x% Xi + «4 XI Xa) — 0 

Hz .. . (a 4 - Ui) («i xa x a -f- «8 Xi ;r*) 

+ («2 - « 3 ) («i x% xa + «4 Xi xa) 

-f (aa - « 4 ) (ai xa xa + «a Xi .ra) = 0 

Ha . . . («2 - aa) (ai xa xa + «4 Xi Xi) 

+ (öa - <ia) (ai xa xa + «2 Xi xa) 

+ («4 - aa) (ai Xi xa + aa xt Xa) = 0. 

Sie gehören einem Büschel an, dessen Durchdringungs- 
kurve aus der Geraden IT und einer Raumkurve dritter Ord- 
nung besteht. Die Tangenten an diese Kurve sind: 

In 2, die Axe des Büschels der drei Tangentialebenen an: 
Hi . . aa (aa - « 4 ) xi + ai («4 - aa) xa + ai (aa -aa)xA = 0 . . U 

9 

Ha . . aa («4 - aa) xi + ai (aa - as) xa -j- ai (aa - ua) xa = 0 . . t* 

jj 

Ha . . ua (aa - aa) xi + ai (as - a4) ^3 + «1 («4 - aa) xa = 0 . . U 
Die Summe ist identisch 0. 
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Die Tangente hat die Gleichung : 
xi xa j-4 
~Ä ~ ~B ~ Ü’ Wen " 

= E k " n i ®k) 

B = ll\ da + d 3 04 -f" (l i Cl2 • 3 (12 d3 d4 

C = da ctg + aa «i + cii c| - 3 da aa cu ist. 

Die Tangentialebenen in 3 sind an: 

Hl . . di (da - da) X\ + dl («3 - d4) + dl (d4 - da) Xi =0 . . ta 

H% . . da (da - di) + di (d4 - da) x% -j- di (da - da) .ri = 0 . . ts 

Ha . . aa (d4 - da) Xi + di (da - da) x% + «i (da - di) X4 = 0 . . t*! 

Die Tangente ist: 

X\ jt$ ta 

~Ä = li = ~c " 

Die Tangentialebenen in 4 sind an: 

Hi ..(ta (fU - aa ) xi -f ei (aa - « 3 ) x * + (a 3 - a 4 ) x :t = 0 . . t] 

lh . . «4 (aa - a 3 ) xi -f «1 (« a - « 4 ) xa + «1 («♦ - aa) x 3 = 0 . . t« 

//a. . da (d 3 - di) + di (di - da) *ra + di (da - d 3 ) a? 3 = 0 . . t? 

Die Tangente ist: 

Xl X2 X3 

~Ä = ~B = ~C ' 

\1‘ ... X 2 — x.i = .ri schneidet 

tj t 3 ti in 2" . . di da da da 

ti ti ta in 3" . . (U d 3 d 3 

ta U t? in 4" . . di cu cu di 

In diesen Punkten begegnen sich auch die Erzeugenden 
des zweiten Systems, die wir mit g^ bezeichnen wollen, wenn 
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der Index i das Hyperboloid, der Index k den Punkt angiebt. 
Dann schneiden sich 

gj . . a» xi = ai Xu = «i x* 

$ . . aa xi = a\ xs = «i £4 

g® . . 08 xi = oi xs = ai xa . . . . in 2 ". 

g* ist der Schnitt der Ebenen 211', 233', 244' 

83 » » , . ,311', 323', 342' 

, , , 411', 424', 432'. 



Ausser den drei durch 11 ' gehenden Ebenen schneiden 
sich in «i 03 o* na die Ebenen: 

tl t| t| 233', 244', 342'. 

Es schneiden sich: 

gj . xi == ai xs = a\ X 4 

84 . (14 Xl = (|i XS = dl X4 

82 . «4 Xi = dl X 2 = ai Xa . . . . in 3". 



Durch 3" gehen die Ebenen: 

tl tl t! 322', 344', 243'. 

Es schneiden sich: 

gj da xi = a\ xs = di xa 

gj da xi = d\ xa — di X4 

g* da xi = di xs = di X4 . . . in 4". 

Durch 4" gehen die Ebenen: 

tl t| t| 422' 433' 234'. 

Die Indices vertauschen sich cyklisch. 

Das Analoge ist bei den Punkten 2 ' 3' 4' der Fall, für die 
wir die Tangentialebenen und Erzeugenden mit resp. yj be- 
zeichnen wollen. 
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* ( a 2 “ aa ( a 8 " a4 ) Xl " ai ( (U " ö*) g ^a+ai (02 - aa) 2 X 4 = 0 

*2 * ( a 4 * Äg aa ) ( ö2 * öa ) Xl " r/l ( as “ a4 ) 2 *a + 0 i (04 - aa ) 2 #4 = 0 

’ ^3 * 02 Ö4 ) " a2 ) * fl " ai ( Ö2 " a3 ) 2 ^3 + 01 («3 - 04) 2 ^4 = 0. 

Es tritt hier der umgekehrte Cyklus (432) ein: 

^3 * ^ 4 ~ (ti <<3 ) ( rt * * ^ 3 ) Xl • «1 (03 - 04) 2 # 2+01 («4 - 02 ) *#4 = 0 

^3 ’ ^ a 3 ” rta a4 ) ( a4 " 02) Ul " öi ( f/2 • 0 a ) 2 #2+01 («8 - (u) 2 wC4 = 0 

*3 * ^2 ’ rt3 f/ ' 4 ) “ a4 ) Xl ■ ^1 0*4 - 02) 2 #2 + 01 (d2 - 03)2 #4 = 0 

^4 * ( a 8 " " tt2 ) ‘ ri " ai (ö* * tt8 ) 2 ^a+öi («a - 0 4 ) 2 #3 = 0 

*4 • ( a 2 " Ua a4 ) ( aa " rt4 ) * ri ” ai 0*4 - 02) 2 #2+01 («2 - 03 ) 2 xa = 0 

^4 * ( a 4 " a2 aa ) ( (l 2 ’ aa ) • fl " ai O * 3 " rt4 ) 2 #2+01 (aa - 04 ) 2 xa = 0 . 






1 | gehen durch 



03 - 2 «2 + 04 1 1 1 

0‘j - aa «4 ai öi a * 



Durch 2 '“ gehen die Ebenen: 

2 * 3' 3 . (a^-cf8a4)iri+«i(«4-a2)^2 — 0i(02-03)#4 = 0 

2 ' 4' 4 . (« 2 - 0304 )^ 1 — ai (02-03)0:2 +«i («4 -02 )xa = 0 

4' 3' 2 . ( 02 - 0304 )a?i — 01 ( 02 - 08 )^ 3 + 01 ( 04 - 02)^4 = 0. 

Dies ist der Schnittpunkt von < 7 * 9 ± 9 % 



*3 *2 *4 8 e ^en durch 



02 



2 04 + 03 1 1 1 

0? - 02 04 öl öl 01 

4 



— — — ... 3' 
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Durch 3'" gehen die Ebenen: 

3' 2 # 2 . (a^-aaasjxi — ai(a4-a2)^3+«i(a3-a4)j?4 =0 

3' 4' 4 . («^-r/2a8)xi — ai(«4-f/2)-ra-f ai(aa-a4)j*3 =0 

2' 4' 3 . (a^-aäa3)j?i+ui(a8-a4)x2 — ai(a4-a2)j4=0. 

Dies ist der Schnittpunkt von g * y^ g *j. 






1 

4 



gehen durch 



^2 - 2 as + r/ * 1 1 1 

a* - U2 C/4 



4'". 



Durch 4'" gehen die Ebenen: 

4 ' 2 ' 2 . (a^aaujxi — a\(aa-(u)xa+ü\(ai-(iz)x* =0 

4' 3' 3 . (^-«2a4)iCi+r/i(a2-r/4)x2 — «i(rta - 04 )^ 4 = 0 

2' 3" 4 . (a^-rt2ff4)j*l rtl(r/3-«4)X2+f/l((/2-rt8)X8 =0. 

Dies ist der Schnittpunkt von '/* y** g^ 



Analog sind die Lagenbeziehungen für die aus den Schnitt- 
linien der Seitenflächen gebildeten Hyperboloide. Es liegen 
immer drei Tangenten, die auf drei verschiedenen Ebenen an 
die drei Hyperboloide gezogen sind, auf einer Ebene. 

Treten an die Stelle der Lagen 8 und 9 zwei andere 

aus der Gruppe III, so hat man nur die Indizes zu ver- 
tauschen. Fügt man aber die Bedingung zu unserer Lage 
hinzu, dass auch noch zwei andere Lagen, etwa 10 und 11 
hyperboloidisch sein sollen, so folgt wieder eine lOfech 

hyperboloidische, einfach perspective Lage der Tetraeder, mit 
den Koordinaten: 

r a 111 

2 ' lall 

3' lila 
4' 1 1 a 1 
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Es sind hyperboloidisch : 














1* 


2' 


3' 


4'+ 








r 


3' 


4' 


2'+ 


r 


2' 


4' 3'— 


1* 


4' 


2' 


3'+ 


2' 


1' 


3' 4'— 


4' 


2' 


r 


3'+ 


3' 


4' 


2 ' r— 


3' 


2' 


4' 


l'+ 


4' 


3' 


1' 2'— 


2' 


1' 


4' 


3'+ 








Es sind dies von der Lage: 












1 ' 


2' 


4' 


3' ausgehend dieselben 



Lagen wie im vorhergehenden Paragraphen. 

§ 6. Gruppe IY. I 1 2' 3' 4' und 2* 1 # 4' 3 # seien 
gleichzeitig hyperboloidisch. Aus dem Koordinatenschema folgt: 

2 1 Ol2 OQ2 02 8 024 

r Oll U12 Ol8 014 \L20l4 — (t23 

Ai l 11 

4 a 14 024 «34 044 Ul Oll = 022 — 088 = U2 O 44 

fJLl 

3 1 «13 02 3 «33 044 — O 13 =«24. 

Die Koordinaten werden also, wenn jjl = 1 : 



V 


«1 


02 


02 


03 


2' 


02 


Ol 


04 


03 


3' 


08 


04 


Ort 


06 


4' 


04 


08 


06 


OTt 



Die Hyperboloide sind: 

Hi . . («jj - «|) («c .n J ’2 + «2 j* 3 ^4) -f - 03 («^ - «2 ««) (j*l 2*3 + ^ **4) 

+ 04 (02 06 - O^) (xi J*4 + J "2 J*a) = 0 

7/2 . . («| - «|) («5 JC\ X 2 -f- Ol 03 .** 4 ) + «* («g - <l ' '*») ( r l + j *2 J 4 ) 

+ ^3 («1 0r t - «]*) (n ,r4 -f ^2^3) = 0. 
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Es ist dies die erste, und abgesehen von den analogen 
Fällen 17,18 die einzige nur zweifach liyperboloidische läge 
der beiden Tetraeder in getrennter Lage, bei welcher die 
Hyperboloide nicht zerfallen. 

Wird äs = «i «« = at, so werden auch noch 

17) 3' 4' 1* 2' 

18) 4' 3' 2' 1' hyperboloidisch. *) 

Hi ... m (o|- (ty (xi x-i 4 xs au) 

4 os («4 - «jg) (xi xa 4 X2 Xi ) 

4 04 (o| - Og) (xi XA 4 Xi xs) =0 

Ha ... 01 (o^ - o|) (xi xa 4 X8 X 4 ) 

4- o« (o‘g - Oj) (xi X8 + xa x*) 

4 aa («j - o|) (xi X4 4 xa xs) = 0 

Ha ... 04 (o^ - oj*) (.ri xa -I-X 8 X 4 ) 

4 ff i ( a 2 ■ " 4 ) ( Xl Xa "I“ Xa X4 ) 

4 rt2 ( a 4 • «j) (•** ** 4 ** • r ®) =o 

H* . . . 03 (o"2 - Oj) (xi xa 4 x 3 X 4 ) 

4 «2 (O j - Og) (Xl X8 4 X2 •*■«) 

4 ®1 (Og - o|) (Xl X4 4 - ra *») = 0. 

Hi 1h Ha Ha gehören einem Büschel an, denn die 
Tangentialebenen in 1 2 3 4 1' 2' 3' 4' gehören rcsp. einem 
Ebenenbüschel an. Es ist: 

— oa («| - o|) .ra 4 o® - o|) x.i 4 04 (o| - Ogi X4 

= «3 ( 0 ^ - o^) xi 4 03 (o^ - o®) X 4 4 04 (»1 - o|) xs 

- = 08 (Og - o|) X 4 4 OS (o^ - oj*) Xl 4 04 (o® - Og) Xa 

- Oa (o| - o^) X 3 4 03 (o^ - O“) xa 4 X4 (o| - o|) xi 

1) Diese vierfache Lage behandelt Aineseder im oh. gen. Werke 
und erwähnt Schur am Schlüsse seiner Abhandluug. 
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Die analogen Formeln fttr 



Ui 

H* 

Ha 



entstehen durch Vertauschung | 



(1, 2) (3, 4) 
(1, 3) (2, 4) 
(1, 4) (2, 3) 



der Indizes von o. 



t J ... 02 («g - o|) Xi -f- «s («^ - ctg) a-a + «4 (aj* - o|) j-4 = 0 

tj . . . 0| («| - Og) *2 + «4 («3 - O j) *s + 08 (ff j - O^) *4=0 

t : | . . . «4 (ff j - o^l X2 oi (o| - a|) xs + «2 (a^ - Oj) Xi = 0 

t J . . . 08 (o| - rtj) Xi -f 02 («J - O^j) *3 + rtl («| - Og) *4=0. 

Die Determinante der Koeffizienten je dreier Gleichungen 
hat den Wert 0. 

tg . . . rta (ffg - o|) *i + 04 (ffg - ffg) Xa + 03 (o® - n*) *< = 0 . 

*2 | f 0 . 2 ) ( 3 , 4 ) 

t*2 / entsteht durch Vertauschung l (1, 3 ) (2, 4 ) 

*2 J \ 0 . 4 ) ( 2 , 3 ) 

der Indizes von ft. 

t* . . . na - (fy + "4 («| - ^2 + "2 («3 - "4) **4 = 0 

tj . . . ^4 m "3) r i 4" («3 - «4) *^2 + ^8 (ft* - *T 3 = 0. 

Nun gehören aber auch t| t * tjj fj einem Büschel an, 

denn die Gleichungen werden durch die Koordinatenwerte: 

l ' a\ U2 fts tu 

1" — - *- -- befriedigt. 

ai a 2 as (U 
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Ausser diesen 4 Ebenen, deren Axe l'l" ist, gehen 
noch 6 andere Ebenen durch 1" nämlich: 

122' . . aa xa = oa X4 

133' . . 02 Xa = CU X4 

144' . . (12 X 2 = aa xa 

234' . . cn xi = üa xa 

243' . . oi xi = aa xa 

432' . . «i xi = U2 X 2 

Die Schnittlinie von: 

(122', 133', 144') ist g| aax 2 — aaX 3 — «4 xa 

# (122', 234', 243') „ $ ai xi = aa xa = 04 *4 

(133', 324', 342') n gj* oi .ri = aa xa = oa xa 

(144', 423', 432') „ g* «1 xi = aa xa = aa xa 

Die vier Erzeugenden des zweiten Systems 

fl! 9o 9o 9^ scheiden sich in — — — . 

1 * 6 4 «1 aa aa 04 

Ferner ist (2'12, 2'34) die von 2' ausgehende Gerade, 

welche die Gegenkanten 12, 34 trifft. 

(3' 13, 3'24) begegnet 13 und 24 

(4' 14, 4'23) n Ü , 23. 

Also auch diese 3 Geraden gehen durch 

J 1 1 1_ 

01 aa oa Oa 

Der Punkt 1" hat also folgende Lagenbeziehung. Die 
Geraden : 

11", 21", 31", 41" sind Erzeugende, 

11" ist die Axe der Tangentenebenen in 1 2 3 4, 

2' 1", 3' 1", 4' 1" schneiden je 2 Gegenkanten von 

FTTT. 
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t\ t? to gehen durch (— — - — - — - 2" 2') 

* 1 4 6 (12 Ul U4 da 

82 9 i 84 83 » » 2 

und endlich 2" 1' schneidet 12 34 
2" 3' * 14 23” 

2" 4 # , 13 24~ 

Bezeichnet man — — - — - — mit 3", so gehen : 

«8 UA Ul «2 

t\ tj tj t{ durch 3" 3' 

83 84 9 j 82 » ^ 



und 3" schneidet 


13, 


24 


3" 2' 


ft 


14, 


23 


3" 4' 


ff 


12, 


34 


.111 

Ebenso sei — — — 

«4 da da 


1 

Ul 


• • 


4", so gehen: 


t 1 t 2 t 3 t 4 
l 4 a l 2 l l 


durch 


V 




84 83 02 0j 


ff 


4" 




und 4" 1' schneidet 


14 23 


4" 2' 


ff 


13 24 


00 


9 


12 


34 



Die 4 Punkte 1" 2" 3" 4" liegen ebenfalls auf der Raum- 
kurve und das von ihnen gebildete Tetraeder T" ist mit T 
und T vierfach hyperboloidisch. 

Zu gleichen Resultaten gelangt man ausgehend von 
V 2' 3' 4'. 
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Setzen wir zur Abkürzung: 

(d3 (i4 - ai « 2 ) (u| - a*) = A 34 

(aa (U - ai «*) («^ - a|j) = J 12 u. s. w. 

(«. - a. a ) (a? - (i?) = J , so sind die 

v 1 k 1 1 k' lk 9 

Gleichungen der Tangentenebenen: 

. . . ^84 X2 ^42 #3 4“ -^23 X 4 = 0. 

Die Gleichungen für die Tangentenebenen an die anderen 
Hyperboloide entstehen durch die angegebene Vertauschung 
aller Indizes, also z. B.: 

t* . . . A 43 xi 4 - A 31 X4 4- Al 4 X 3 = 0 u. s. w. 

Die Gleichungen für die Tangentenebenen an das- 
selbe Hyperboloid durch 2', 3', 4' durch Vertauschung der 
Indizes von x , also: 

$2 • . . 34 Xl 4“ ^142 X4 4- ^28 X3 = 0 

£g . . . Aß 4 X4 4" -^42 Xl 4" ^23 Xi = 0 

^ . ^84 X3 + A42 X2 4" ^23 Xl = 0. 

Jetzt gehören folgende Ebenen je einem Büschel an: 

. . . ^84 X3 4“ A 4 2 X3 4“ -^28 X 4 = 0 

^2 . . . ^4.48 X 2 4“ Asi X 3 Al4 X4 =0 

£g . . . Al 2 X2 4“ -J 24 X3 4“ ^41 X4 — 0 

. . . Ail Xi 4“ Al3 X3 4" Aßi X4 = 0. 

Da = —A ^ . ist, so ist die Summe identisch Null. 
Sie gehen durch eine durch den Punkt 1 gehende Gerade. 
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Das analoge gilt von den Ebenen : 

. . . A 43 xi Aai xs -|“ Ai 4 xi = 0 

t\ . . . A 34 Xl 4" A42 X3 4“ Ai 8 Xi = 0 

Cä 

t* . . . Aai X| 4“ Ais Xa 4" Aaa X4 = 0 

0 

^ ... Al 2 Xl 4“ A*24 X3 4" A41 X 4 = 0 
Die Gerade geht durch 2. 



Ebenso gehen t* ^ ** f* durch eine durch 3 gehende 

Gerade, und t* t* durch eine durch 4 gehende 

Gerade. 

Die sechs Ebenen 

1'2'2 (flg-tf^)xi — ((na3-d2a4)xa-{-(ai(i4-ti2((3)x4=Q 

r3'3 (rt^-a^)Xl -\~((ll((2-a3(l4)X2 — (airi4-O8(l8)X4=0 

1 '4'4 (rt^-rtg)X 1 — {U\ (t2-(l3(l4 )X2 4“(Ul Ua-tH (I4)X3 =0 

2'3'4 (rt^-a^)xi —(«1 a2-asa4)xa 4~( rtl as-a2X4)xa =0 

2'4'3 1 -)-(aia2-a3a4)x2 — (ai a4-aaO3)x4=0 

3'4 # 2 (a^-a^Jx! — (< ai a3-a*ai)xa-\-(aia4-u*a3)xi={) 



gehen durch den Punkt 1"' 




ai eia - as «4 ai üs - a% m 



a i- rt 2' a 3 + <f 4 
ai «4 - as as 



In diesem Punkte schneiden sich: 
(1*2' 2, 1' 3' 3, 1' 4' 4) = </j 

(2' 1' 2, 2' 4' 3, 2' 3' 4) = <j\ 

(3' 1' 3, 3' 2' 4, 3' 4' 2) = y\ 

(4'T 4, 4' 2' 3, 4' 3' 2 ) = g\ 
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(2 1' 2', 2 3*4') schneidet. 


1' 2' 


3' 4' 


(3 1' 3', 3 2' 4') 


r 3' 


2' 4' 


(4 1' 4', 4 2' 3') 


1' 4' 2' 3' 



Es wiederholt sich also alles wie im besprochenenen 
Falle. Wir erhalten ein viertes Tetraeder T", welches mit 
den anderen dreien vierfach hyperboloidisch liegt. T" hat 
die Koordinaten, wenn 




«i a% - da ai di da - d 2 di 



bezeichnet wird mit: 



di di - ds da 



2 Ai Ai Aa . . . 1" # 

Ai 2 A 3 Aa . . . 2"' 

A* As 2 Ai . . . 3'" 

A 3 Aa Ai 2 . . . 4"' 



Die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken von 

T und T 

T , T" 

7’" „ T" liegen auf denselben 

vier Hyperboloiden. 

Die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken von 

T und T“ 

T“ , 2*' 

V „ 2' auf vier anderen, dem- 

selben Büschel zugehörigen Hyperboloiden. 

Glcichmässig verhalten sich die vier Tetraeder zueinander, 
welche zu diesen vieren vierfach perspectiv liegen. Diese sind: 
T\ .... -1 1 1 1 
1-111 
11-11 
111-1 
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TV . s-2oi, s- 2 o 2 , .s-2o8, s-2o4 
s- 2 o 2 , s-2oi, s-2o4, s-2oa 
*-2 o8, ä-2o 4, s-2ai, s-2o2 
.9-204, S-208, s-2o 2, s-2oi 
S = Ol + «2 + 0*3 -J“ 04 

Versteht man überhaupt unter «die Summe von (a?i -\-x 2 -\-x 3 -\-x 4 ), 
so stellt obiges Schema die Koordinaten für ein Tetraeder 
dar, das vierfach perspectiv liegt zu einem Tetraeder, dessen 
Ecken Koordinaten von der Form T hat. Versteht man 
also unter s : 

1) die Summe : — 4- — 4- -- 4- — , so ist das Schema 

Ol 1 02 1 08 1 04 

die Koordinaten für TV 1 , 

2) die Summe 2 + A\ A* -{-As, so bedeutet es die 

Koordinaten von den Ecken des Tetraeders TV". Man er- 
hält die Koordinaten einfach durch Koordinatentransformation. 

Das Polartetraeder endlich: 

Tp 1111 

1 1-1-1 
1-11-1 

1-1-1 1 ist in desmischer Lage 

mit, T und Ti 




TV 

TV' 

TV" 



§ 7. Gruppe V. Es bleibt uns noch zu untersuchen, 
ob wir neue Lagen finden, wenn 1' 2' 3' 4' zugleich hyper- 
boloidisch ist mit einer Lage aus der Gruppe V, etwa mit 
2' 4' r 3'. Aua den Koordinaten: 

2' Ol 2 022 023 024 
4 ' Ol 4 024 034 044 
V Oll Ol 2 Ol 3 Ol 4 
3' Ol 8 O 23 O 34 044 folgt 
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(i ai4 = og 2 [ti aia = {jl 084 

Jll ail = «23 (1* 024 = [t «44 

[ 1.2 ai 3 = 024 [ti an = [t 2 034 so dass die 

Koordinatenwerte werden, wenn |x = |xi = |xs =1: 

r Ol 02 08 04 

2' 02 04 Ol 03 

3' MS Ol 04 02 

4' 04 08 02 Ol 

Aus diesen Koordinaten werten folgt, dass auch 3' 1*4' 2' 
und 4' 3' 2 ' 1' (Gruppe IV) hyperboloidisch sind. Wir erhalten 
wieder eine vierfach hyperboloidische Lage, 1 ) jedoch sind die 
Lagenverhältnisse nicht so einfach wie im § 6. Auch die Glei- 
chungen für die Hyperboloide sind komplizierter. Sie sind: 

Hl ... 02 ( O^ - 04 Ol) ( Xl Xi + x *) 

+ «8 (Ol 04 * ) ( Xl X3 Xi Xi) 

+ ( a 2~ a t ) ( ai Xl XK + 04 x * •**») =0 

lh Hz Hi entstehen durch wiederholte cyklische Ver- 
tauschungen (1 2 3 4) der Indizes von o. 

Es würde zu weit führen, den wesentlichen Unterschied 
zu untersuchen, zumal die analytische ßehandlung sehr kom- 
pliziert ist. Setzen wir diese Lagen mit einer aus den 
den vorangegangenen Gruppen hyperboloidisch, so tritt die 
lOfach hyperboloidische Lage ein. 

1) Diese ist von Schröter und S c li n r behandelt worden. 
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II. Spezielle Lagen. 

§8. T'sei T eingeschrieben. 1 ) Gruppe I. 

Dies ist wiederum auf 24 Weisen möglich, die sich in 5 
Gruppen gliedern. Die erste Gruppe enthält nur die Lage 
1 # in 1, 2 ' in 2, 3' in 3, 4 in 4. Die Koordinaten der 
Ecken von T sind: 

0 tl\ 2 UlH (tl4 
U 12 0 «2 3 <(24 

U\ 3 (123 0 <(H4 

Ul 4 U 24 034 0 

Die Anzahl der möglichen hyperboloidischen Lagen be- 
schränkt sich, wegen = o kj und weil nur o.. = 0 ist 

auf 10; nämlich auf die Lagen 2-7 (bei denen zwei Ele- 
mente fest bleiben) und 16-18 (die positiven, bei denen 
kein Element, seinen Platz behält). Mit den Lagen 2-7 er- 
halten wir wieder Ebenen- resp. Punktpaare, mit den Lage n 
16-18 einen besonderen Fall der vierfach hyporboloidisedien 
Lage. Die Koordinaten von T sind dann : 

0 <(2 un <(4 
<(2 0 Ua Uh 

Uh U 4 0 <12 

U\ UH U 2 0 



1) Siehe 1 ># M u t li , „Telier Tetraeder paare.“ Zeitschrift für Mathe- 
matik. 37. Jahrgang, Heft 2, pag. 116. 



Digitized by v^ooQle 




— 30 — 



H\ ... m (a“ - (u’i xz xa ^ 4 ) 

-f- a 3 ( a \ “ a %) Xs “h Xi • r4 ) 

+ a * ( a 2 “ ^3) ( ri x * + x * **) = 0 

][> . . . da (.ri xa + ^ X 4 ) - ( n (.ri xi + «^2 ^ 3 ) = 0 

//»... (U (.Ti Xi, + Xi .r 3 ) - m (xi Xi + xa ^ 4 ) = 0 

IU . . . cii (xi Xi + xa .r4) - da (x* xa + x± * 4 ) = 0 

H\ + also gehören sie einem Büschel an f 

zu demselben gehört auch Hi, denn es wird: 
t! . . . «i («“ - nj I .r* + ( *i\ - «l) da Ta -f (u\ - ff|) <U Ta = 0 



ff 



t: 



di Xs 
Ui Xi 



da xa — 



— da xa 



<14 Xi = 0 
(U Xi = 0 
= 0 



Diese Ebenen enthalten die Gerade, d. i. die Tangente 
an die Kurve : da X 2 = *ia xa = U 4 X 4 , diese ist zugleich die 
Erzeugende des zweiten Systems für Hx , durch 1., denn sie 
ist der Schnitt der Ebenen 122', 133', 144'. 



Die anderen Tangenten sind : 

. Ui Xi = di xa = da xa 

. da x\ = tu Xi = di Xa 

. di X\ = da Xi = di Xi . 



flj 

fls 

ri 



Sie treffen die Ebenen, resp. 1 2 3 4 in den Punkt» 



1 

di 

1 

da 

1 

Ua 



1 

di 

0 

1 

di 

1 

da 



1 

da 

1 

(U 



1_ 

di 



1 

di 

J 

da 

1 

di 



1" 



3" 
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1" 2 " 3 " 4" bilden ein T eingeschriebener Tetraeder T", 
welches ebenfalls vierfach hyperboloidisch mit T liegt und 
dasselbe Hyperboloide H‘\ liefert, wie T mit T , denn die 
Erzeugenden des zweiten Systems zu Ih gehen, wie gezeigt, 
durch r 2" 3* 4". 

H's H * 3 H ‘ 4 haben die analogen Gleichungen mit den 
reziproken Werten — — 

(12 a 3 «4 



Es ist aber nicht das in § 6 mit T" bezeichnete Tetra- 
eder, denn die Ebenen: 

2 3 4' = 4 

3 4 2' = 2 gehen durch 1. 

4 2 3' = 3 



und die Erzeugenden sind: 

9^ *a = X* = 0 



93 



•**4 = je* = 0 
JC2 = X‘3 =0 



. . 12 
. . 13 
. . 14 



Das Gleiche gilt von den anderen Ecken. 

Es liegen also auf jedem Hyperboloid je 2 Kanten des 
Tetraeders, auf 1h 12 und 34, auf Hi 13 und 24, auf Ih 
14 und 23. 

Die Punkte 1* 2" 3* 4" liegen nicht auf der Durch- 
dringungskurve, sondern nur auf H\. 



t 



1 

1 






a% 



Xi + 



((£ _ ^2 «2 _ (( 2 
4 2 . 2 3 

X3 H 

da tu 



X* = 0 



'•; = 



$- 



<; = 



‘ 2., .2 ,/ 2 _ ‘2 ‘ 2. ,/2 

4 3 . 3 1 . , *1 4 

J'l -} * */*4 | X3 0 

(12 (u a 3 

a i - - a? 

* ^ 1 £ 4 . 4 1 - 1 

U‘4 -p — JTl H Xi U 

(H (({ U2 

d\ - (fi < l 'j - (t? (t? - (( j 

— — ^ + - - x* + - - xi = 0 

da di d\ 
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Die übrigen Tangentialebenen durch 1' sind: 



t 





X\ 




xa , 
da ' 


XA 


r/2 Ö3 «4 




UA 


Jtl 


Xi + 


X2 




Xa' 


da da dA 


di 




dA 


•> »> 
_V"5 


2-1 — 


X* 


Xa 




da da dA 


di 


da* 





= 0 



= 0 



= 0 



Die Tangente ist: 



xa 

da 



xa 

(U 



*S-- 



Xi 

di 



Xa 



>) ') 

% ■ "4 



rt 5 -rt S 



*2 *2 

<-"4 

da da di 

«4 -«2 
((2 tfa <u 
*2 *> 

aa as 4 



.r2 + 



r« 



.rj 



= U 



./*2 



a 




Xi 


da 












4 


2 


Xa 


Xi 






dA 


da 






xa 




1 x ' 




— 




H — 


= 


dA 




di 






, - r * 


X\ 






H — 




= 




da 


da 





= 0 



= 0 



Die Tangente ist: 
xa X4 
cu da __ 

a 4-«3 



2/4 

</3 






4-4 



.M 

d2 



Xa 

dA 



a 2' tt 4 



Die Tangente in 3' ist: 

Xi 



Xl 

da üa 

i) •> 

ü l “ (l l 



Xi 

r/4 



^3 

r/>j 



‘2 *> 
Ö 4“ W 2 



2*3 

f/2 



•Tl 

da 



2 2 

V°8 
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Diu Tangente in 4' ist: 



X2 


X\ 


Xi 


Xs 




Xd 


X2 


«3 


Oi 


__ 0 4 


02 




02 


(48 


~4 


— l 

' u l 


I S 

1 

1 

1 


7 «T 




2 

“3 


-«T 



Die Gleichungen der 6 Ebenen werden : 

1'2'2 x\ -j- uz «i xs — «2 «3 *t*4 = 0 

1'3'3 - 0304 X 2 -f* r/a aa ^4 = 0 

1'4'4 ((/“ - r/^) .ri f- (13 <n X 2 — ((4 ^3 

2'3'4 <(^ Xl ~f~ ^3 ff4 ./*2 — Ü 2 «4 . 1*3 

2'4 3 - <4^ xi — ((3 u 4 ^*2 + *** r4 = 0 

3'4'2 - (t* X\ 4“ a * a 4 • / ’3 ~ (42 U3 XA =0 

Sie gehen alle durch den Punkt: 

V“ . . . 2«2<i3<U . r«*(r/-^4” f/ 4" f/ ^) • 

Ebenso erhält man : 

2'" . . . 02 ( 0 ^ 4“ ^4*^2) ‘ 2<tn<t3 ( n . W4(^4" tf 3" f| 4) • <43 ((^-(^4-^4) 
3'" . . . ^^*^ 3 +^ 4 ) • • 2 <i* us 04 . us (a^4“ a 4" a !j) 

4"' . . . fl4(c/^4- « 3 -^ 4 ) . (/8 (c/^-</^4-<4^) . ((2 (« 3 + rt 4 "« 2 ^ * ^ (/2(/3W4 - 

$ 9. T und T' seien einander unigesclirieben; 

dafür lautet die analytische Bedingung a- k = — Die 
Koordinaten von T werden dann: 

0 02 03 04 

•02 0 04 03 

-rt3 “04 0 02 

•04 “03 “02 0 
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1' 2' 3' 4' ist nicht mehr hyperboloidisch, wohl aber die 
übrigen drei: 



2' 


V 


4' 


3' 


3' 


4' 


r 


2* 




4' 


3' 


2' 


r 


-Oi 


0 


(14 


d3 


da 


04 


0 


-(/2 




04 


da 


di 


0 


0 


«2 


da 


d4 


(U 


«8 


da 


0 




da 


04 


0 


• di 


04 


da 


d 2 


0 


0 


Ul 


da 


04 




02 


0 


-04 


-td 


cia 


04 


0 


-d2 


- 02 


0 


04 


da 




0 - 


- 02 


-08 


-(U. 




Hl 


. . 


. da 


(xi X3 + X2 


Xi) 


— 


04 (xi X« 


+ 


X2 xa) = 


= 0 






Ha 


. . 


. 02 


(Xl X2 + X3 


J-4) 


+ 


04 (xi X4 


— 


X2 xa) = 


= 0 






Ht 


. . 


. da 


(xi da — X2 


X4) 


— 


di (xi X2 


+ 


ii 

5 

8 


= 0 






Ha 


Ha 


H4 


gehören nicht 


einem Büschel 


an. 









Die Ecken und Kanten von T und T liegen auf den 
Hyperboloiden, und zwar auf 



Ht 


12 , 


3 4, 1'2‘, 3'4' 


Ha 


13, 


24, 1*3', 2'4' 


Hi 


14, 


2 3, 1 '4', 2'3' 



denn z. B. die Gleichungen für 3'4' d. i. 

T 02 £i - da Sa + 04 X4 = 0 

2' nt si - (U na -f- X4 = U in Ha eingesetzt 

ergeben den Wert 0. 

Da r sowohl auf 1 als auf 2' liegt 

2 , . , I „ , * , 

so ist 1'2 = 1 2‘. Die von den Schnittlinien entsprechender 

Flächen gebildeten Hyperboloide sind also dieselben wie die 
behandelten. 

Analytisch ergiebt sich dies folgendermassen. 1 2' hat 
die Gleichungen: 

f. . . xi = 0 

2 . . . uz xi - (i 4 sa + ***4 = 0 oder 

xi = 0 xa : X4 = 1(3 : (t4 d. i. 1 2'. 

I 
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1' hat die Ebenenkoordinaten: 







0 


((2 — 


as 


«4 








2' . 


. 


-«2 


0 


«4 - 


— «8 








3' . 


. 


«3 


—cu 


0 +«a 








4' . 


> 


-«4 


(13 — 


Mg 


0 








//* . 


. . «8 (Ml 


«3 -|- Mi Ui) + 


(li (ttl 


«4 + 


«2 


Ms) = 


= 0 


Ha . 


. . di («I 


«4 - 


- wa wa) + 


at (ui 


«2 + 


U3 


«0 = 


= 0 


Hi . 


. . na ( Mi 


«2 - 


- «a « 4 ) + 


CO 

gT 


U 8 — 


U2 


«*) = 


= 0 


$ 10 . 


Setzen 


wir 


aber «12 = 


= «24 


= «18 


= 


: «34 = 


= 1 und 



«14 = - ßia = « und endlich a ik = — « ki , so sind auch 4' 2 ' 3' T 
und V 3' 2' 4 J hyperloidisch, wie aus dem Koordinatenschema 
zu sehen. 



4' . . 


. _i _1 0 


r . . . 0 


1 


-1 ff 


2' . . 


. -1 0 — « +1 


3' . . . 1 


ff 


0 1 


3' . . 


. -1 -« 0 -1 


2' ... —1 


0 


— ff 1 


1' . . 


. 0 -f- 1 — 1 « 


4' . . . « 


1 


1 0 


Ha . 


. . (xi X2 -- X2 Xi) + 


« (Xi Xi — X 2 X 3 ) 




= 0 


Ha . 


. . ( ri X 2 + ^3 ^ 4 ) — 


(t (xi Xi -f X 2 X 3 ) 




= o 


Hi . 


. . (x\ X 2 — X3 # 4 ) — 


(xi Xa + #2 # 4 ) 




= 0 


Ha . 


. . (xi x% -f #3 # 4 ) — 


(xi xa — X 2 Xi) — 


2nnxi — 0 


Ha . 


. . (-fl X2 .1*3 ^ 4 ) 


(.ri xs — X 2 ^* 4 ) — 


2 ff xa xa = 0 




Ih + lla = lla 








Ha - 


Ha = Ha 






Hg 


Hs Hk H« gehören einem Büschel an. 


, dagegen 



nicht H 4 . 

Die Tangenten an der Durchdringungskurve sind: 
X2 = — xq — a x\ 

— X\ = — a X3 = 2*4 

Xi = (1X2 = Xi 

a X 1 = X2 = X3 
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Sie treffen die resp. Ebenen 1 2 3 4 in 



1" 


0 


1 


-1 


2" 


-1 


0 


1 

a 


3" 


1 


1 

a 


0 


4“ 


1 

a 


-1 


-1 



T“ liegt nicht hyperboloidisch zu T. 

Die Tangenten durch 1' 2' 3' 4' sind: 
durch T (a 2 — 1) x\ = a xz + = a ** — ** 

„ 2' (« 2 — 1) xs = a xa + = cix i — xn 

„ 3' (a 2 — 1) xa = a xi — X2 = a xa + x* 

„ 4' (i n 2 — 1) xi == a X 2 — xi = a xa -f- xi 

Die Ebenen V 2' IV 4 1 sind : 

* — • X2 ”|~ *7*3 ^ *^4 = 0 

-f .ri — (i xa — */*i = 0 

— JTl — (— ^72 -- Xa =0 

— a xi -f- -r -2 + *** 3 = 0 



Sie werden von den Tangenten getroffen in 
V“ a a 2 - 1 </ 2 -l 0 

2'" • r/ 2 — 1 u 0 a 2 - 1 

3'" f/ 2 -l 0 a -(</ 2 - 1) 

4"' 0 (/# a -2) -(« 2 -l) « 

T" ist eingeschrieben jTaber in der Lage | ^„und 

liegt mit T vierfach hyperbolidisch, die Punkte liegen auf Ih. 
Da nun die anderen Erzeugenden zu fU die Kanten sind, so 
müssen sie auf den Geraden: 

14' 23' 32' 4P liegen. 
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Endlich liegen noch 

1* ... 0 1 -1 a 

1" ... 0 1 -1 - auf 

« 

I 777 . . . [a 8 - 2a («* - 1)] xi - [2 (a 2 - 1) 3 - « 2 (a 2 - 1)] n - 
- [2 (a* - 1) 8 - a 2 (« 2 - 1)] X* = 0. 



Wiederum ist: 

T und T 

rjy fjyts 

rptn r£Ui 

T‘ ! T 



ein- und umgeschrieben 

9 9 9 

9 9 9 

9 9 9 



Ausserdem ist T n eingeschrieben T 



rjvt 



9 



T 



Es liegen 1 4' 1'" 4" auf einer Geraden, 

2 3' 2'" 3" „ „ 

3 2' 3'" 2" „ „ 

4 V 4"' r , „ 

den vier Erzeugenden von Hi. 

Die anderen Erzeugenden von Ha Ha Hi sind die Kanten 
von T und T\ nämlich 

zu Hb die Kanten 14 1'4' und die Tangenten an die 

Kurve durch 2, 3, 2\ 3. 

zu Hc die Kanten 23 2'3, und die Tangenten an dio 

Kurve durch 1, 4, 1" 4*. 

Es liegen die Punkte: 1 2 ' 1" 2 auf einer Ebene und 
es schneiden sich: 

(12' 21") in 0 0 -a 1 auf~34 

(12" 21') , 0 0 1 ,34 

(13' 31") , 0 « 0 1 , ¥4 

(13" 31') .0^01, 24 
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Die vierten harmonischen Punkte zu den Eckpunkten 
und den ebengenannten mögen mit dem Zeichen - angedeutet 
werden, z. B. 

-(12' 21") .... 0 0 a 1 

Es trifft 

1 4' 4" 1'" die Kante 23 in 0 1 10 
1' 4 4'" 1" , , ,,0-110 



2 3' 3' 


' 2'" , , 14 


W 


-1 


0 


0 1 


2' 3'" 3 


2" , , , 


n 


1 


0 


0 1 


(24' , 42") 


schneiden sich in a 

1 

, » • o 


0 


1 


0 


auf 24 


(24", 42') 


0 


1 


0 


, 24 


(34' , 43") 


> . » « 

1 

, ■ . a 


1 


0 


0 


. T2 


(34", 43') 


1 


0 


0 


, 12 



Die Gleichungen der von den Schnittflächen gebildeten 
Hyperboloide sind, in Ebenenkoordinaten : 

Hä . . . (Ml W 8 — 1(2 «4) — o(«i tu — «* tu) = 0 

Hs . . • (ki ua + «a ><4) + a (tu tu ut tta) = 0 

H4 . . . -(Ml ua — ua tu) + («1 ua -j- tta tu) = 0 

Diese sind dieselben wie die behandelten. 

Hs' . . . (tti tta -f- ms «4) — («i «8 — tta tu) -j- 2a ui tu = 0 

H«' . . . («1 ua + Ha tu) -j- (»1 Ms — Ha M 4 ) -}- 2a Ua ua = 0 

Hb' + H«' = Hs 
H«' - Hb' = H* 

Die Gleichungen der letzten beiden lauten in Punkt- 
koordinaten : 

Hs' . . . 2« (x| — a|) — (xi ra + xa J- 4 ) -f- (xi xa — xa Xt) = 0 

He' .... 2« (x^ — x^) — (xiXa -\- Xa x*) — (*1 Xa — xa Xt) = 0 

Man erhält dieselben beiden Tetraeder V und T" »<*f 
analoge Weise. 
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Die Tangenten sind: 






i/2 = 


— u 8 = — 


Ui 


Ul = 




aus = — 


Ui 


a\ = 


— aus 


= 


Ui 


a m = 


Hs = 


Uz 





Dies sind aber Verbindungen obiger Punkte; nämlich die 
Tangenden sind: 



auf T (14 r ; '23'), -(l3\ "31 77 ), -(PG ~2V) 

2 (23\ TT ), (24^ W), — ( 12^7 "21") 

3 (äi 77 ; W), (23% TT”), — (13^7 "3p 7 ) 

4 (34\ 13 77 ), (lPT 23“), (24\ ~W) 

Diese vier Geraden sind auch die anderen auf den Ebenen 
liegenden Erzeugenden zu H's, H'«. 

Das Analoge gilt auch für T'. 

Noch speziellere Annahme der Koordinatenwerte ergiebt 
Degenerieren der Hyberboloide. 
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111. Spezielle eingeschriebene Lage. (Gruppe 11.) 

§11. r 2' 3' 4 # sei 1 2 3 4 eingeschrieben nach Art der 
Gruppe II, z. B. 

V in 1 2' in 2 

3' in 3 4' in 4 

Die Koordinaten sind: 

0 Gl 2 Gl 3 Gl 4 
Gl 2 0 G23 G24 

Gl 3 Ga 3 G83 0 

Gl 4 G24 0 G44 

Möglich sind folgende 10 hyperboloidische Lagen. 

I. 1) 1 # 2' 3' 4' + IV. 16) 2' V 4 # 3' + 

2) 2' V 3' 4' — 19) 3' 4' 2' 1'- 

H - 3) 1' 2' 4' 3' — V * 20) 4' 3' 1' 2' - 

8) 1' 3' 4' 2'+ 10) 3' 2' 4' l' + 

IIL 9) 1' 4' 2' 3'-f- 11) 4' 2' 1' 3' + 

Mit 2) und 3) erhalten wir keine neuen Lagen ; mit 81 

und 9) einen speziellen Fall der dreifach hyperboloidiscbeD 
Lagen mit den Koordinaten. 

0 111 
1 0 Gl Ga 

1 gi Ga 0 

1 Ga 0 Ga 

Hl . . . Gl (.ra^4+GaJ*iX3)-Ga(xaJ:3+«i^i* r 4)-(Gi - aa)^*! —0 
Ha ... Gl (^2X3+G2XiX4)-Ga(X3X4+GlXiXa)-(Gl -Ga)o*2J'<=® 
Ha . . . Gi (xaXi-\-a*xiX 2 )-m(xsx*-\-x\ j;iX8)-(gi - Ga)**** =0 
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Die Durchdringungskurve besteht aus 11' und einer 
Raumkurve dritten Grades, welche die Tangenten hat: 



«i da 4- (ai - da) 2 «i #a + («i - da) 2 

in 2 . . . xi = n xa=- 






a ‘j aa 



X4 



dt <ia 4" ( a i - da) 2 di da 4 (di - aa) 2 

in 3 ... xi = — } xa =~ 



di a , 



ai a" 



X4 



di da 4“ (ai - da) 2 di di 4- (di - da) 2 

in 4 ... xi = 7 } “ xa = 



d^ da 



ata" 



x* 



Auf Hi liegt die Kante 12 und 



i 

i 



da xi = xa = X4 



di xi = xa = X4 



Auf Hi die Kante 13 und 

di Xi = xa 



4 

Ö4 



X4 



da Xi = xa = xa 



Auf Ha die Kante 14 und 

aa xi = xa = x« 



<4 

fli 



di Xi = xa = Xa 



Die Kanten von T liegen nicht auf den Hyperboloiden, 
denn es ist: 

12' di xi - xa -f /3 = 0 
d ■ xi - xa 4" X4 = 0 



und 



fli 



da xi - xa 4" Xa = 0 
di xi - xa 4" = 0 
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9-2 9g 94 * re ® en “ 

q 1 o 

02 83 84 n n 9 

02 83 ^4 * 8 » 



oi 

JL 1 



1 1 1 

1 1 

0 = v. 



02 

1 0 0 



Die übrigen Lagenbeziehungen unterscheiden sich nicht 
von dem allgemeinen Falle. 



§ 12. Die Lagen: 1, 16, 19, 20 sind hyperboloidisch 
bei den Koordinaten: 

0 02 az 04 
cti 0 (U az 
az a 4 «2 0 
04 az 0 az 

Hi . . . a4a^{xixi+X2Xz)-aza^(x\Xz+X2X4)-az(<iga*)x*XA =0 
Ha ... aia^{x\xz+xzX4) - aza^(x\x4+x*xz)-a*(a^-a*)xixt =0 

Hs . . . — +— — ) = 0 
01 v ai as 



H 4 . . . — (^ia?4+^2^s)-(^^+“-~) = 0 

«2 08 «4 



Die Tangenten sind: 

«2 #2 = 04 #8 = Ö3 X4 

02 #1 = azxz =oa xk 

OZ X\ = 04 X 2 — 02 #4 

04 Xi = OzXz = 02 Xz 

Auf Hi liegen: die Kante 12 und: 

gi . . «8 Xl = 04 X2 = 02 #4 

d. s. Tangenten. 

of , cu xi = az xi = 02 
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Auf Hz die Kante 34 und: 

Q? . . Ö 2 Xi = 04 Xa = «8 Xi 

d. s. Tangenten. 

3g . • dt xi = eis xa = ö4 Xi 

Auf Hs die Kanten 14 23 
Auf Hs , , 13 24 



si 

®2 

öj 

4 

9? 

O 

®2 

93 

94 

9? 

öl 

öl 

öl 



Die anderen Erzeugenden durch 1' 2' 3' 4' sind: 

Os cu X 2 = o^ xi 4- 02 03 Xi = 0g xi + «2 04 X3 

03 CU Xl = 0^X2 + a * a * X * = a \ #2 -}“ #2 04 Xi 

. . (03 04 - Og) Xi =0^X3 — 02 04 X2 = Og X3 — 02 03 Xl 

. . (08 04 - Og) Xi = a^x 4 — #2 04 Xl = 0g X3 — 02 08 X2 

. . (03 04 - o|) Xl = Og X2 — 02 03 Xi = O^ X2 - 02 04 X8 

. . (03 04 - Og) X2 = Og Xl — - 02 03 X3 = O^Xl - 02 04 Xi 

03 04 X8 = Og X4 4" 02 = O^ Xi - 02 08 Xl 

08 04 Xi = Og X8 -|- 02 04 X2 = 0^ X8 - 02 03 X2 

9 9 

02 04 Xl = 03 04 X8 - Og Xi = 0* ^3 - 02 03 X2 

9 9 

02 04 X2 — 03 04 Xi - Og Xs = Og Xi - 02 03 Xl 

9 2 

02 03 Xi = Og X2 - 02 04 X3 = 03 Oi X2 - Xl 

9 2 

02 08 X3 = O“ Xl - 02 04 Xi = 03 04 Xl - 0 4 X2 



9} 

«2 

«3 

9t 



9 2 

02 03 Xl = 0g X 4 - 02 04 X2 = 03 04 Xi - 0^ X8 

9 2 

02 08 X2 = Og X8 - 02 04 Xl = 03 04 Xi - 0^ Xi 

9 2 

02 04 X8 = Og Xl - 02 03 X3 = 03 04 Xl - 0g X2 

9 2 

02 04 Xi = Og X2 - 02 03 Xi = 03 04 X2 - Og Xl 
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§ 13. Ist T auch V eingeschrieben, so erhalten wir 
ausser den noch vereinfachten Fällen der drei- und vierfachen 
Lage, noch die Möglichkeit, dass beide Lagen gleichzeitig 
stattfinden, aus denen aber folgt, dass auch alle anderen 
Lagen bis auf 1' 2' 4' 3' hyperboloidisch sind. Die Tetraeder 
liegen neunfach hyperboloidisch. 

Sind zunächst die Koordinaten: 

0 a -1 1 

-a 0 1 -1 

1 -1 a 0 

-110 -er, so erhalten wir die drei- 
fach hyperboloidische Lage: 

16) 2' 1' 3' 4' + 

19) 3' 4' 2' 1' - 

20) 4' 3' 1' 2' — 

Ha ... («i - Xi) (xa - xt) = 0 

Hs . . . xi(a xt x«) + X» (axt - xt) = 0 
Hi ... xi {axi — xt) -}- xa (axt - x 2 ) = 0 



Auf xi - xa = 0 liegen 33' 44' 

xa - X* = 0 „ 12' 21' 

(33', 44') und (12', 21') auf x, -x t = 0 

xt - Xi — 0 



Die Tangentialebenen sind : 
in 1 

in 2 

in 8 

in 4 



ttXa 


+ 


X4 


= °\ 


ax 2 


— 


X4 


= 0/ 


axi 


— 


X3 


= o( 


ax i 


+ 


X3 


= 0/ 


ax 4 


— 


X2 


= o\ 


«Xi 


+ 


X2 


= 0/ 


«X3 


+ 


Xl 


= 0) 


«X3 


— 


Xl 


= 0) 



x* = x« = 0 
xi = xa = 0 

X8 = X4 = 0 

Xi = xa = 0 
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Die Tangenten sind also die Kanten 13, 24 und ebenso 

W WV. 

Die Lage der Tetraeder ist folgende : 

1 2 1 ' 2 ' liegen auf einer Ebene, 

3 4 3' 4' ■ , , , 

Die beiden durch die vier auf einer Ebene gelegenen Punkte 
bestimmten Kegelschnittbüschel bestimmen oo a Kurven vierter 
Ordnung; an alle diese sind 13, 24, T3‘, 2'4' Tangenten. 

§ 14. Bei den Koordinaten : 

1 ' 0 111 

2 ' 10 a -a 

3 ' 1 a -a 0 

4' 1 -a 0 « sind hyperboloidisch : 

Hi . o xi(j-i!-|-xa)— r 4 (x 2 — xs) = 0 entspricht 3' 4' 2' 1'— 

Hs . a Xi (x3 +#4 ) — (#8 — r<) = 0 „ 4' 3' 1' 2' — 

H 3 . oxi^-t-«)— , x»(xx— x 2 ) = 0 „ 2'1'3'4‘ — 

H* . axi(ji— xa)— xt(x»-\-X3)-\-2xaXa = 0 „ 1'4'2'3' + 

Hs . (txi(xo — X 4 ) — .r2(j'*3-j-^r4) - ! - 2*r3 ^O „ l / 2 / 3 / 4*-(- 

H« . uxi(x* — Xi)— J‘ 3 (.r 4 -|-;r 3 )-)- 2 J '4 X 2 = 0 „ 1*3' 4* 2 ,_ {~ 

H7 . fl a*i(^2+a-3) ( X 2 — xa)-\-2axiX4 = 0 , 3'2'4'1'+ 

Ha . ax\(xi-\-xt)-\-xi(xi— xt)-\~2axixi — 0 , 2'l'4'3'-f- 

H» .oxi(x,4-.rs)+X3(x4— xsl-fS < 1 x 1 X 3 = 0 „ 4'2'1'3'4- 

Hi + Hs = H* FL + Hs = Ho 

H, - Hs = H« Hi + Ho = Ho 

H2 -(- H* = Hi Ho -{- TI« = H4 

Hs— Ha = Ho ID + Hi = Hs 

Hi + Hs = Ha 
Hi - Ha = Hs 
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Es gehören also zu einem Büschel: 



Hi 


Hs 


He 


Ho . . 


. (\ 


Hu 


Hs 


Hi 


Hi . . 


. a 


Hs 


Hi 


Hs 


He . . 


. Cs 


Hi 


Hs 


He 




. Ci 


Hs 


Ho 


Hl 




. Cs 


H« 


Hi 


Hs 




. C\ 


Hi 


Ho 


H» 




. Ci 



Ca — Ci sind die 4 Kurven 4. Ordnung, welche aus 
einer Geraden, der Verbindnng von zwei entsprechenden 
Punkten (IT, 22', 34' oder 43') und der durch die übrigen 
6 Punkte bestimmten Kurve dritter Ordnung bestehen. 

Die Tangenten sind: 



in 1. in 2. 



Xi + 


xa 


= 


0 


ax i — 


xa 


= 


0 


Xa 4“ 


XA 


= 


0 


xa — 


xa 


= 


0 


Xi -j- 


X2 


= 


0 


a Xi 4~ 


xa 


= 


0 


Xi — 


xa 


= 


0 


a Xi — xa + 2 


xa 


= 


0 


Xa — 


XA 


== 


0 


xa -f- 


xa 


= 


0 


XA — 


X2 


= 


0 


ax i — xa 4 2 


xa 


= 


0 


Xi 4 xa 4 2<* xa 


= 


0 


xa + axi 


= 


0 


x a + xa + 2a Xi 




() 


2a rj 4 xa — 


xa 


= 


0 


X4 4 X 2 -f 2a xa 


= 


0 


ax\ — 


xa 


= 


0 


in 3. 








in 4. 








ax i 4 


Xa 


= 


0 


Xi — 


xa 


= 


(1 


(( X\ — 


Xi 




0 


4 


Xi 


= 


0 


Xi — 


xa 




0 


ax i — 


xa 


= 


ü 


— a x i — xa -f 2 


Xi 


= 


0 


Xi -f 


xa 


= 


0 


a xi — X 2 + 2 


xa 


= 


u 


a x i 4* xa — 2 


Xi 


= 


0 


Xi -J- 


xa 


= 


0 


ax i — xa + 2 


Xi 


= 


0 


ax\'-\- 


xa 


= 


0 


2 a xi 4 — 


xa 


= 


0 


a x i -)- 


Xi 


= 


0 


ax\ — 


Xa 


= 


0 


2a x\ 4 xa — 


X2 


= 


0 


ax i 4 


xa 


= 


0 
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Die Tangenten an Ci sind: 

Xi = — £3 = jca . . 

— a xi = — xs = — J'A . . 

UXl =X2 = — X 4 . . 

— <7 = £ 2 = jc s 

Sie treffen die Gegenflächen in: 

0 1-11 

— 1 0 — a — (t 
1 a 0 —u 



9? =9.; 
92=02 
03 = 93 
94 = 94 



— 1 -\-a a 0 Diese 4 Punkte er- 

hält inan, wenn man auf den resp. Geraden 31', 32', 14', 23' 
den 4. harmonischen Punkt sucht, zu resp. 3) 1' und den 
Schnittpunkt von 31' und 24 u. s. w. 

Für C 2 lauten die Formeln : 

Xi = x« = — x* . . . = gj = 9j 

a x 1 = — x 3 = Xi . . . = g* = 9;^ 

— « xi = — Xi = — X4 • • • = = flg 

— «Xi = — Xi = xa . . . = g* = g* 

Die Punkte 0 11-1 

1 0 -« a 

1 a 0 a 

1 -a ^ 0 erhält man ausgehend 

von: 41', 12', 24', 13'. 



Für 63 lauten die Fonnein: 

£2 = — £3 = — 



axi = 


— 


£3 = 


= — £\ 


ax\ = 


= 




— £4 


axi = 


Xl = 







9? = 9j 
9| = 92 
83 = 83 
94 - 9 .! 
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Die Punkte 0 1-1-1 

-1 0 a -a 

1 -a 0 -a 

1 a a 0 erhält man ausgehend 

von: 21', 12', 44', 33'. 

Ein Mittel zur Konstruktion solcher Tetraeder bietet 
folgende Eigenschaft. 



12' schneidet 34 in 


0 


0 


1 


-1 




21' , 34 , 


0 


0 


1 


1 




Der Punkt 3 ist „ 


0 


0 


1 


1 




4 

n n ^ n n 


0 


0 


0 


1 




Diese 4 Punkte sind harmonisch. 












Ebenso zu resp. (13' 23) 




0 


1 


-1 


0 


(4P 23) 




0 


1 


1 


0 


(Ü 7 24) 




0 


-1 


0 


1 


(1*3 24) 




0 


1 


0 


1 


(32' Ti) 




1 


0 


0 


-u 


(24 1 14) 




1 


0 


0 


a 


(42‘ T3) 




1 


0 


a 


0 


(2S 7 13) 




1 


0 


-a 


0 


(il 7 12) 




1 


-a 


0 


0 


(33; 12) 




1 


a 


0 


0 


Dasselbe gilt auch von den 


Kanten 


von 


V. 


Zieht man 



also die drei Verbindungslinien aller Ecken des einen Te- 
traeders mit den drei Ecken der Ebene des anderen Tetraeders 
in welcher die resp. Ecken liegen, so erhalten wir auf jeder 
Ecke zwei harmonische Punktpaare. 
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IY. Spezielle eingeschriebene Lage. (Gruppe 111.) 

§ 15. T sei T nach Art der Gruppe III. eingeschrieben 
etwa: 

T in I, 2' in 3 

3' in 4, 4' in 2 

Die Koordinaten sind: 

0 Ol 2 ((18 Ul 4 
Ul2 Cl22 0 ((24 

Ul 3 ((23 ((33 0 

((14 0 034 ((44 

V 2' 3' 4' ist also nicht hyperboloidisch und wir müssen 
von einer anderen Grundlage ausgehen, etwa von r 4' 2' 4'. 
Dann ist aber dieser Fall identisch mit dem in §§ 9, 10 
besprochenen, indem man durchgehends die Indizes (2 4 3) 
cyklisch vertauscht. 



Y. Spezielle eingeschriebene Lage (Gruppe IV). 

§ 16. T sei T nach Art der Gruppe IV eingeschrieben, 
etwa: 

1' in 3, 2' in 4 
3' in 1, 4' in 2 
Die Koordinaten sind: 

((12 Ul 2 0 Ul 4 

#12 U22 U2 8 0 

0 023 083 034 

014 0 034 044 
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Möglich sind die Lagen: 1) 16) 17) 18) 
ferner: 3) V 4' 3' 2'- 19) 4' 3' l 1 2'- 23) 2 ' 4' V 3' 

6) 3' 2' V 4'- 20) 3" 4' 2' 1'- 24) 3' I 1 4' 2' 

Mit 3) ist 1) hyperboloidisch bei den Koordinateu: 

-1 -a 0 a 
-a c b 0 
0 h d b 
a 0 b c 



Hl . . . bxi (^2 +^i) — (IJC9 (jt2 — jca) =0 

H* . . . b x\ (x* + x *) — a xa (xa — xi) — 2 c xi xa = 0 
Es ist dies der erste Fall, dass 1) mit einer Lage aus 
Gruppe II allein eigentliche Hyperboloide liefert, und es ist 
bemerkenswert, dass für diesen Zweck nur das Verschwinden 
von aai und ( u 2 genügt, dagegen '/13 = «24 = c*^ 0 . 

Hi wird dann: 

Hi ... bx\ (xi .r<) - ax 3 (xa — X 4 ) - 2 a bc(x 1 xa -|- X 2 X4) = 0 
Ueberhaupt erhalten wir zweifach hyperboloidische La^en 
mit eigentlichen Hyperboloiden, wenn: 

V 2' 3' 4' 



r in 3 
3' in T 
r in 2 
2' in T 
r in 4 
4' in T 
2' in 3 
3" in 2 
2 * in 4 
4' in 2 
3' in 4 
4' in 3 



und 

mit den Lagen 1' 4' 3' 2' 



. . . 1' 2' 4' 3' 

. . . r »' 2- 4' 

. » . 4' 2' 3' r 

3' 2' F 4' 

b n b " 1 ’ 

2' 1' 4' 3' 

B B B 
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In unserem Falle liegt sowohl 1' in 3, 3' in 1 als 2' in 
4 , 4' in 2, deshalb erhalten wir die dreifach hyperboloidische 
Lage: 1' 2' 3' 4', 1' 4' 3' 2', 3' 2' 1* 4' 

1) a 1 0-1 

2) 1 a 1 0 

mit den Koordinaten: 3) q i a i 

4) -1 0 1 « 

Hi . . xi (xa + Xt ) - (•*■« ~ x *) = 0 

Hu . . xi ( xa + x.) - xs (xa+x.) + 2axi xa — 0 

H3 . . xi (xa +X4 )-xa (xa-f Xj) + 2 (i xa x. = 0 

Auf Hi liegen 13 und 24 

„ Ha liegt 13 

, Ha , 24 

Aus den speziellen Koordinatenwerten: 

3' 0 1 a 1 

4' -1 0 1 a _ _ 

r -a -1 0 1 rt ' k a i« 

2' -1 -a -1 0 geht hervor, dass auch 

T in V eingeschrieben ist. 



VI. Spezielle eingeschriebene Lage. (Gruppe V.) 

§ 17. Ist endlich T eingeschrieben nach Art der Gruppe V, 
so ist T2'3'4' nicht hyperboloidisch und wir können zu 
keinen neuen mehrfachen hyperboloidischen Lagen kommen. 
(Siehe IV.) 
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